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Algebre/Algebra

Sur le nombre d’invariants fondamentaux des formes
binaires

Jacques Drxmier, Paul Erpos et Jean-Louis NicoLas

Résumé — Soient d un entier >0, V, I'espace vectoriel des polynémes homogénes en x et p , de
degré d, & coefficients complexes, C[V,] Palgébre des fonctions polynomiales V,— C. Le groupe
G=SL(2, C) opére de maniére natureile dang V, donc dans C[V,; soit A, la sous-algébre des
éléments G-invariants dans C[V]; soit @, le cardinal de tout systéme générateur minimal de I"algébre
A, (nombre d'invariants fondamentaux des formes binaires de degré d). Nous améliorons des
minorations de e, dues 4 V. G. Kac et V. L. Popov.

On the number of fundamental invariants of binary forms

Abstract — Let d>0 be an integer, V, the vector space of homogeneous polynomials in x and p, of
degree d, with complex coefficients, C[V,] the algebra of polynomial functions V;—C. The group
G=S8L(2, C) operates in a natural way in Y, and so in C[V]; let A, be the subalgebra of G-invariant
elements in C[V,); let @, he the number of elements in any minimal generating system of the algebra ]
A, (number of fundamental invariants JSor binary forms of degree d). We improve some minorations
of @, obtained by V. G. Kac and V. L. Popoo.

1. Soient n un entier >0, k un nombre réel. On notera P (n) lé nombre des partitions
{avec répétitions) de n, et p(n, k) le nombre des partitions de n dont les parts sont <k.
Soit f (n) une fonction tendant vers + oo quand n — + oo, Alors

p(n)~(l/4\/§n) exp (‘n:\/gﬁ) quand #— +o0 [2],

et
pln, nt? (logn).f (m)fp()—>1  quand n— +oo ([1], th. 1.1).
2. Il est prouvé en [3], p. 105, que, pour 4 impair,
(1) ©;2p(d—2)+¢(d—2)-1
ou @ est I'indicateur d’Euler. Nous allons prouver ceci :

PROPOSITION. — Pour d impair tendant vers +w,ona

‘ d\z -1
lim inf cn,,.l: p(d):l >0.

log d log log d
3. Soit n un entier >0. Considérons 'équation

(E,) Xy +2%+. ..+ (r—Dx,_, =0 (mod n)

ol Xy, ..., X,_, sont des entiers 20 non tous nuls. Une solution est dite indécomposable

si elle n’est pas somme de 2 solutions. Il n'y a qu'un nombre fini F(n) de solutions

indécomposables. Il est prouvé en [3], p- 105 que, pour d impair, w;2F({d—2). Cela

entraine facilement (1). Nous allons améliorer la minoration de F (n).

4. Soient n, k des entiers >0. Considérons I’équation

(E:g, k) x1+2x2+..- +(n—l)xn_1=kn
ol x4, . .., X,_, sont des entiers >0. Considérons la propriété suivante que peut posséder
une solution (x,, ..., x,_,) de (Er, o) i (P, y:sixy,..., X,-, sont des entiers tels que
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ngggxf pour tout i, alors x; +2x5+... +(n—1)x,_, est non divisible par n, sauf si
(X5 s xo)=(0, ..., 0} ou (xy, . oy Xy 1)

Soit G (#, k) le nombre de solutions de (E; ,) vérifiant (P, ;). Une solution de (E; ;)
est solution indécomposable de (E,) si et seulement si elle vérifie (P, ,). Donc
(2) F(n)=} G k).

k=1

5. LemMME. — Supposons k premier a n. Soit i=[(n—1)/k]. Alors G{(n, k)=p(n, i). {On

pose [x]= max n.)

. ned, nEx
Soient y,,...,y; des emtiers =0 tels que y;+2y,+...+iy;=n Définissons
X1y .-y X,_, ainsi: x,=0 si k ne divise pas [, et x,,=y, pour m=1,2,..., i Alors
(x5, .. ., x,_,) est solution de (E; ). Soient xj, ..., x;_, des entiers tels que 0= x;<x,

pour tout {, et que n divise x]+2x5+ ... +(n—1} x,_,. Alors x;=0 si k ne divise pas /,
et n divise kx+2kxy,+. .. Fikxh=k0g+2x5,+. . Hixh), donc n divise
Xp+2x5,+ . FiXE Sy +2¥,+ .. +iyg=n Donc (xp, ..., xp)=(0,...,0) ou
(¥1 - .. y)- Alnsi, (xq, ..., x, ) vérifie (P, ;).

6. LemMME., — Soient k, n des entiers >0. Soit d(n) le nowibre des diviseurs de n. Le
nombre des entiers >0 premiers a n et =k est de la forme

My 0d(m)  avec 18|l
n

Soit p la fonction de Mdbius. On a

Y o1=Y ¥ ai=Ye®) ¥ 1=Zu(i)[ﬂ

igk, ¢4, n)=1 ISk jli, Jln ila igk, Jli itn
j 1
= L S (1——~)+R
j|n_] p premier, pln P

avec |R|Z Y |u()|<d ().

Jin

7. Par ailleurs, rappelons que d(n)<en® ([4], p. 489) et que

M;wc— pour nz3 {7]
n loglogn

ot ¢, ¢'>0 sont des constantes absolues.

8. LemME. — On @, quand n — + o0,

nl_,’Z

lim inf F(n).[ p(n)]ﬂ>0.

log n. log logn

Soit n+ f (n) une fonction tendant vers +co. On a, en utilisant (2) et le lemme 5,

F(n)= y G, k)= y p(n, [":D

(e, m=1 1=k=nlflogn. fn} & m=1, 15k=ntfogn. f(m

Or, si 12k<n*?/logn.f(n), on a

["“"1 ]z "1 og n.f ()=t (log 1) f (n) (1— 1),
n

k|7 ni
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p(n, [";‘D;(l—o(l))p(n)

uniformément en k (d'aprés {1]). Compte tenu de 6 et 7, le nombre des entiers premiers
anet <n'?jlog n.f (n) majore

donc

c n”z

log log n log n. f (n)

ol ¢ est une constante absolue. Donc

. Cnl,’l
> 1—o(l .
F(n)zf(n) Tog n log Iog n( o(1)) p(n)

Vu Parbitraire de la fonction f, on en déduit le lemme, et la proposition 2.

9. Supposons maintenant d=2¢ avec ¢ impair.

ProposiTion. — Soit £ 0. Pour d=2 (mod. 4) et d - +cc, on a
-1
lim inf o,. [e((n!ﬁ)—sl (log log d/log d} 4%/2 p(g):l >0,

D’aprés [5], p. 165, @, majore le nombre S, de solutions indécomposables de 'équation

(3} 2x,+3%3+ .. Hex =2y, +3ya+. . oy,
ol X, ..., J. sont des entiers =0. Posons
£2
Cmﬂ: ..2_’ q: CC s r=[cll’2].
3 log ¢

Dans chacun des intervalles Jc—g¢, ¢}, e—2q, ¢—ql, . - -, e—(r+q)gq, c—(r+g—1) 4], il
existe un nombre congru & 1 modulo g; soit E ensemble de nombres ainsi défini; il a

7+q &léments. Soit {i}, iy, . .., i,} une partie a g éléments de E. On a
2Cc
il+---+iq§q(6~—(r+q)q)zq(c—2rq)§q(c— )
: - log ¢
Posons :
2
@ c’=[c— Cc].
log ¢

Comme i, +. .. +i, est divisible par ¢, on a i, +... +i;=qM avec un- entier M =¢'.
Considérons les solutions de
2x2+3x3+ “ e +Cxc:i1+ ERCa +lq(=qM)

ot x;=0 quand i n'est pas divisible par ¢. Si > 1, le nombre de ces solutions est
1
M, c/pyzp (c’, éc” ? log c) 2p (c’, et "2 log C’) Zap(c)
ol o est une constante absolue (d’aprés {1}, th. 1.1). Or

1 , :
4\/§C,EXP(C\/C')(1+0(1)) (cf- § 1)

exp (C (c— 120C C)m) (1+o(1)) daprés{4)

gcC

pc)=

4 fic
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-1 exp (Ccl’?) exp(— c 1M(i+o(1)))(1+cv(1))
4\/5(: log ¢
CZCI,’Z
=p(c) exp(-—- o ¢ (1+o(1)))(1+o(1)).

D’autre part, toute somme partielle extraite de i, +... +i,, distincte de 0 et gM, est
non divisible par g d’aprés le choix de i, . . -»iy Alnsi,

2 1/2
( +o(1)))N

S.zap(e) exv(—cl: ‘

ogc

ot N est le nombre de parties de E 4 ¢ éléments, c’est-a-dire

g 1/2
( e )g Z =exp (q log (r/g)) =exp ( S og log c(1+o(1))).
q q log ¢
Donc
C? 12 Celi2
S.zap(e) exp(— (I+o(IN+ (log log c)(1+o(1)))(1+o(1))
gc log ¢ ,

) exp(c:clfzm(uo(m)u+o(1))
log ¢ /

=otp(§) exp(idm%—d (1 +0(1)))(1 +o(L)).

\/5 log d

10. Soit maintenant d=4c, avec c entier. D’aprés [6], p. 526-527, @, majore le nombre
de solutions indécomposables de (E,), donc

dl,'l d ~1
lim inf md.[——m—p(—):l >0.
logdloglogd \4

Note regue le 15 juin 1987, acceptée le 26 juin 1987.
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